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1浙江理工大学 2020—2021学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一、选择题

1.A 2. B 3. C 4. A 5. B 6. D
评分标准说明： 每题 4 分，错则扣全分

二、填空题

1. 1 1,
2 2

  
 

或者
1 1,
2 2

   
. 2. 1

e
. 3. 2

3
.

4. -3. 5. x+C. 6.
2

2
x

y Cxe .
评分标准说明： 每题 4 分，第 5 小题没写“C”扣 2 分,第 6 小题没写“C”

扣 2分,其余小题错则扣全分。

三 、计算题（本题共五小题，满分 30分）

1.解：法一：

2
2 2

1 1 1 1lim
2x

x x o
x x x

          
   

原式 ------------ 3 分

2

2

1
1 1lim .12 2x

o
xx x

x


  
        

 
  

------------ 3 分

法二：令
1u
x

 ,

   
2 20 0

ln 11 1lim ln 1 lim
u u

u u
u

u u u 

            
原式 ------------ 2 分

0

11
1lim
2u

u
u

    
 
 

------------ 2 分

0

1 1lim .
2(1 ) 2u u

 
   

------------ 2分

评分标准说明： 只写出答案
1
2
，无步骤的，扣 4 分。

2. 解：令 3u x ，则 3 2,d 3 dx u x u u  --------------- 1 分

2 23 d 3 du uu e u u e  原式

2 2 23( d ) 3 6 du u u uu e e u u e ue u     --------------- 2 分
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xo

y

2

2 23 6 d 3 6( d )u u u u uu e u e u e ue e u      --------------- 2 分

2
3 3

1
2 33 ( 2 2) 3 ( 2 2) .u xe u u C e x x C        ------------- 1 分

评分标准说明： 没写“C”扣 1 分。

3 解:令 x=sinu, 则dx=cosudu, 当 x=0, u=0;当 x= 1
2

,
6

u 
 ------------- 2 分

6 6 6 62

0 0 0 0

1 cos 2 1 1sin d d d cos 2 d
2 2 2

uu u u u u u u u u u
   

      原式

------------- 2 分

6 6
2 2

6
00 0

2

1 1dsin 2 sin 2 sin2 d
144 4 144 4

3 1 .
144 48 16

u u u u u u
  

 

       

  

 
------------- 2 分

评分标准说明： 步骤正确，答案不对，扣 2分。

4 解： 令 x=0， 则 y=1，

两端关于 x求导得 0ye y y xy    ， ------------- 2 分

再关于 x求导得 2 ( ) 2 0y ye y e x y y      ------------- 2 分

求导代入 x=0, y=1 得 2

1 1(0) (0)y y
e e

   ， ------------ 2 分

评分标准说明： 只写出答案扣 4分。

5 解：特征方程 2 2 9 0    , 特征根 1 2 2i    . --------- 1 分

所以齐次方程得通解为 1 2( cos 2 2 sin 2 2 )xy e C x C x  ---------- 2 分

因为-1 不是特征根，设特解为y = A e¡ x，代入得， 1A  . ---------- 2 分

所以，原方程的通解为 1 2(1 cos 2 2 sin 2 2 )xy e C x C x   .----------- 1 分

评分标准说明： 没写“C1，C2”扣 1分。

四、综合题（本题共两小题，满分 14分）

1. 解：(1) 区域 D如图

A=
2

2 2 3

0
0

1 8d
3 3

x x x  ； --------- 3 分
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(2)
4

4 4 2

0 0
0

4 d d 16 8
2yV y y y y         . -------- 4 分

2. 解：(1)由

2 2'( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( )F x f x g x f x g x g x f x   

   22( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 2 ( )xf x g x f x g x e F x     -------- 2 分

可见 F(x)所满足的一阶微分方程为
2'( ) 2 ( ) 4 xF x F x e  -------- 2 分

(2)
2d 2d2 2 4 2 2( ) 4 d 4 d
x xx x x x xF x e e e x C e e x C e Ce

                 ----- 2 分

将 F(0)=f(0)g(0)=0 代入上式，得 C= -1， 于是 2 2( ) x xF x e e  ----- 1 分

评分标准说明： 第 1题不要求画图；第 2题未求“C”扣 1分。

五、证明题（本题共两小题，满分 8分）

1. 证：令 2 2( ) 1 ln( 1 ) 1 , [0, )f x x x x x x        ，显然，f(0)=0. ---- 1 分

又因为，当 x>0,

2 2

2 2
'( ) ln( 1 ) ln( 1 ) 0

1 1
x xf x x x x x
x x

        
 

故而 f(x)在[0, ) 上单调递增， ------------ 2 分

当 x>0 时，f(x)>f(0)， 即 2 21 ln( 1 ) 1 .x x x x     ------------ 1 分

2. 证：法一：柯西中值定理

令 ( ) lng x x .则 1'( ) 0g x
x

  . ------------ 1 分

在(1, 2)上应用柯西中值定理，存在 (1,2)  ，使得

(2) (1) '( )
(2) (1) '( )
f f f
g g g








------------ 2 分

即
2

(2)
1ln 2

f e



 ，故
2

(2) ln 2.f e ------------ 1 分

法二：介值定理

令
2

( ) (2) ln 2, [1,2]xF x f xe x   . 则 F(x)在[1,2]上连续. --------- 1 分
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由积分中值定理：存在η∈[1,2],使得
2 2

1
(2) d

x tf e t e 
因为 4(2)e f e  ，0<ln2<1，

所以 F(1)=f(2)-eln2>0, F(2)=f(2)-2e4ln2= f(2)-e4ln4<0. -------- 2 分

由介值定理，得，存在 (1,2)  ，使得 F(ξ)=0，

即
2

(2) ln 2.f e -------- 1 分

评分标准说明：第 2题步骤不完整扣 1分。

脑筋急转弯：Q1：８个数字“８”，如何使它等于 1000？
Q2：每隔 1 分钟放 1 炮，10 分钟共放多少炮？

Q3：1 根 2 米长的绳子将 1 只小狗拴在树干上，小狗虽贪婪地看着地上离它 2.1
米远的 l 根骨头，却够不着，请问，小狗该用什么方法来抓骨头呢？

Q4：烟鬼甲每天抽 50 支烟，烟鬼乙每天抽 10 支烟。5 年后，烟鬼乙抽的烟比烟

鬼甲抽的还多，为什么？

Q5：你能否用 3 跟筷子搭起一个比 3 大比 4 小的数？

2浙江理工大学 2019—2020学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一 选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1 D 2 B 3 A 4 A 5 D 6 A

二 填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

三 解答题（本题共 5小题，每小题 6分，满分 30分）
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四 综合题（本题共 2小题，每小题 7分，满分为 14分）
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五 证明题（本题共 2小题，每小题 4分，满分 8分）

脑筋急转弯：6 用三个 3 组成一个最大的数？

7 有 100 个捧球队比赛，选冠军，最少要赛多少场？

8 有一种细菌，经过 1 分钟，分裂成 2 个，再过 1 分钟，又发生分裂，变成 4 个。这样，把

一个细菌放在瓶子里到充满为止，用了 1 个小时。如果一开始时，将 2 个这种细菌放入瓶子

里，那么，到充满瓶子需要多长时间?
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本卷知识点如下：

一．选择题

1.夹逼定理 2.导数定义 3.重要极限 4.不定积分换元法

5.反常积分敛散性判断 6.二阶微分方程特解求一阶，二阶导

二．填空题

1.单调区间 2.复合函数定义域 3.驻点 4.奇偶函数定积分性质

5.参数方程求导 6.分段函数可导，连续

三．计算题

1.积分上限函数求导，洛必达法则 2.分部积分法 3.定积分三角换元

4.隐函数求导数 5.求函数微分 6.二阶线性非齐次微分方程求通解

四．综合题

1.元素法求面积，求体积 2.求切线，求一阶微分方程

五．证明题

1.定积分换元，定积分中值定理，罗尔中值定理 2.泰勒定理，单调性证明

3浙江理工大学 2018—2019学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一 选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1 B 2 D 3 C 4 B 5 A 6 C

二 填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1 �−2 2 1

�2+1
d� 3 1

8

4 ��� + � 5 − 1
18

6 1
2
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三 解答题（本题共 6小题，每小题 5分，满分 30分）

1 提示：等价代换。答案为− 3
2

2 提示：=0 处分左右导数用定义求！否则扣分；≠0 处直接求导。

   








0,12

0,cossin
xx
xxxe

xf
x

3 提示：三角代换。

答案：
C

x
x





4

42

4 提示：被积函数有绝对值，需分区间。

答案= 4
3

− 2
3

( 2
2

)
3
2

5 提示：分部积分法

原式=   12ln2ln1   ，能化为相同答案的其他形式都可以。

6 提示：齐次方程+有理函数积分，书本原题，计算较繁琐

特解为：
223 xyy 

四 综合题（本题共 2小题，每小题 7分，满分 14分，应写出具体解题过程）

1 同课堂例题。

单增区间：    ,3,1, 单减区间： 3,1 ；极小值：
4

27
，无极大值；凸区间： 0,

凹区间：    ,1,1,0 ；拐点：  0,0 ；渐近线： 2,1  xyx ，无水平渐近线

2 同 2017-2018 年题。

答案：� = �
30

五 证明题（本题共 2小题，每小题 4分，满分 8分）

1 同课堂例题。提示：分区间使用拉格朗日中值定理+罗尔中值定理

2 同课本第五章第三节例题。提示：变量代换法+还原法。

脑筋急转弯：9 小王去网吧开会员卡，开卡要 20 元，小王没找到零钱，就给了网管一张 50
的，网管找回 30 元给小王后，小王找到 20 元零的，给网管 20 元后，网管把先前的 50 元还

给了他，请问谁亏了？
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4浙江理工大学 2017—2018学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一 选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1 B 2 C 3 D 4 C 5 B 6 A

二 填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1 9
2

� 2 2 3 �ln� + �

4 �2� = 1 5 1
8

6 6

三 计算题（本题共 6小题，每小题 6分，满分 36分，应写出演算过程及相应文字说明）

1 提示：洛必达法则。答案：1。

2 提示：变量代换。

答案= 7
3

− 1
e

3 提示：变量代换。

答案：
Ceex xx  22

2
1

4 提示：重要极限二。答案：�−6

5 提示：隐函数求导+微分。答案：
dx

xe
ydy y 



6 提示：令所求值为 A，分部积分法。答案： 4
12ln

2
1 

A

四、综合题（本题 8分，应写出具体解题过程）

提示：作图理解，空心体积=外圈体积−内圈体积。

答案：(1)�(1,1) (2)� = 2� − 1 (3)� = �
30

五、证明题（本题共 2小题，每小题 4分，满分 8分）

1 提示：偶函数概念+负代换。

2 提示：构造函数法

   
21 x
xfxF




，罗尔定理。

绕口令：1 发废话会花话费，回发废话话费发，发废话花费话费会后悔。

回发废话会费话费，花费话费回发废话会耗费话费。

2 牛郎恋刘娘，刘娘念牛郎，牛郎连连念刘娘，刘娘年年恋牛郎。娘恋郎来郎念娘，郎恋娘

来娘念郎。念恋娘郎。
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5浙江理工大学 2016—2017学年第 1学期《高等数学 A1》期末 B卷

一、选择题（本题共 6 小题，每小题 4 分，满分 24 分）

1.A 2. A 3. D 4. C 5. A 6. A
二、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1.0 2. 2 3.
2
2

4. -2 5.

 

ex

1e2x
dx 6. 2

三、解答题（本题共 4小题，每小题 6分，满分 24分）

1.

解： 
xex dx  xdex --------------------------2 分

 
 xex  ex dx --------------------4 分

  xex ex C ------------6 分

2.

解：令： tanx t ，
21 , ; 3 , sec

4 3
x t x t dx tdt 
    时  时 ， ---------------------2 分

原式=
23

2
4

1 sec
tan | sec |

tdt
t t



 = 3
2

4

1 sec
tan

tdt
t



 --------------------------3 分

= 3
2

4

cos
sin

t dt
t



 = 3
2

4

1 sin
sin

d t
t



 =
3

4

1
sin t




 --------------------------5 分

= 2 32
3

 --------------------------6 分

3.

解：方程两边对 x求导得


 
y' ln y x  1

y
 y' -----------------------------------------------1 分

解得


 
y' yln y

y x
----------------------------------2 分

故曲线在点


 

e2

2
,e2







处的切线斜率为


 
y' e2

2
,e2










 4 ---------------------4 分

因此，经过此点的切线方程为
 y 4xe2 --------------------5 分
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法线方程为

 
y 1

4
x 9

8
e2--------------------6

4.

解：特征方程
2 1 0r   解得 r i  ， --------------------------1 分

对应齐次方程的通解为   1 2cos sinY x C x C x  ------------------3 分

分别求
xy y e   与 cosy y x   的特解

*
1y 和

*
2y

可解得
*

1 2

xey  ，
*

2
sin
2

x xy  ， ----------------------5 分

所以原方程通解为 1 2
sincos sin

2 2

xe x xy C x C x    -----------6 分

四、综合题（第 1、2 题分别为 9 分，第 3、4 题分别为 5 分，满分为 28 分）

1.

解：由题意，面积
3
11

0

2  dxcbxax ）（ ，即 2632  cba ；----------------2 分

又经过原点，则 c=0；因此 232  ba ----------------------4 分

体积  ）（）（ 2
2221

0

2

135
2

27
1

27
4)

325
( aababadxbxaxV   --------6 分

）（ 2

135
2

27
1

27
4 aaV  的取得最小值时，

0
135

4
27
1

 ）（ aV ，得
4
5

a ，
2
3

b

而 0V ，所以此时体积最小--------------------------------------------------------------9 分

2.

解： 2

1 1 1
1 1(x) lim 1, 1

1 2
0 1, 1

nn

x x
x xf x
x

x x


   
    

 
  

----------------------4 分

因而，该函数的间断点为只可能在函数的分段点处取得。

当 1x   时，
1 1

lim ( ) lim ( ) ( 1) 0
x x

f x f x f
  

    ，因此在 1x   处是连续的;-----6 分

当 1x  时，
1 1

lim ( ) 0, lim ( ) 2, (1) 1
x x

f x f x f
  

   ，因此在 1x  处是间断的，为第一类、跳

跃间断点-------------------------9 分

3.

证明：设    F x xf x ，------------------------------2 分
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则在  a,0 上连续，在  a,0 内可导，且    0 0F F a  ，------------------------3 分

由罗尔定理可得：至少  0,a  ，使得  F    0，

即  f   f    0，即
 f()  f '() --------------------------------5 分

4. 证明:

(1)
1( ) ( ) 2
( )

F x f x
f x

    ----------------------------2 分

(2)
  
F (a)  dt

f (t)b

a

  
dt
f (t)a

b

  0

( ) ( ) 0
b

a
F b f t dt 
则 ( ) 0F x  在[ , ]a b 内至少有一个根-----------------4 分

又
1( ) ( ) 0
( )

F x f x
f x

    ，所以  F (x) 在 [ , ]a b 上为单调递增函数

因此 ( )F x 在[ , ]a b 内有且仅有一根-----------------5 分

脑筋急转弯：Q10：一字四十八个头，内中有水不外流。猜一字。

Q11：有三个空房间，一间房间有三盏灯，另一个房间有三个开关，每一个开关只能打开一

盏灯，如果你只可以进每个房间一次，那你要如何知道那个开关控制哪盏灯？

Q12：小丽和妈妈买了８个苹果，妈妈让小丽把这些苹果装进５个口袋中，每个口袋里都是

双数，你能做到吗？

Q13：一堆西瓜，一半的一半比一半的一半的一半少半个，请问这堆西瓜有多少个？

Q14：把 24 个人按 5 人排列，排城 6 行，该怎样排？

6浙江理工大学 2015—2016学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一 选择题

1.D 2. B 3. C 4. A 5. C 6. A

二 填空题

2； （1,0）； 3x-9y-1=0； ye
xcos

 ； 4/3； 1)1()1( 2
21  xCxCy

三 计算题
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1 （洛必达法则）=
8
1

 ；

2 （对数求导法）= xx
x
xxx sin)sinln(cos  ；

3 令 tx  （分部积分法）=   Ctet 12 ；

4 （凑微分法）=
2
2arctan

2
2

；

5 a6 ；

6 （I 型+I 型）
2
1

2
1

2
3)( 222

21  xexexCCy xx

四 综合题

1 切线方程： .01821  yx ，法线方程： 06421  yx 。

2
0,2,

3
5

 cba

五 证明题

1 提示：由      
b

a
dxxfbxax 分部积分证得。

2 提示：构造函数 xxfxg  )()( ，利用零点定理和罗尔定理证明。

Q15：有二个空房间，一间房间有三盏灯，另一个房间有三个开关，每一个开关只能打开一

盏灯，如果你只可以进每个房间一次，那你要如何知道那个开关控制哪盏灯？

Q16：一个挂钟敲六下要 30 秒，敲 12 下要几秒？

Q17：一把 11 厘米长的尺子，可否只刻 3 个整数刻度，即可用于量出 1 到 11 厘米之间的任

何整数厘米长的物品长度？如果可以，问应刻哪几个刻度？

7浙江理工大学 2014—2015学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一 选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

AC A B B D B
二 填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1 −� ∙ (1 + �2)−3
2 2 �� = 2 3 1

2
�

1
4 − 1

4 3, 3 5 1
2

6 ( 1
�
)

2
�

三 计算题（每题 5分，共 6题，满分 30分）
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1 原式= ���
�→∞

�3

��3 = lim
�→∞

3�2

��3∙3�2
（洛必达法则） = 0. （无穷比无穷）

2 原式= ���
�→∞

����
2�

（洛必达法则） = 1
2
. （0 比 0）

3（参数方程求导法，几何应用）

解：
��
��

= �sin�, ��
��

= �(1 − cos�), ��
��

=
��

��
��

��
= sin�

1−cos�

�切 = ��
��

|�=�
2

= 1
1−0

= 1, 切点：(�( �
2

− 1), �)

∴ �切：� − � = 1 ∙ [� − �( �
2

− 1)]

4（分部积分法）

解：原式=− 0
1 � ∙ �−��( − �)� =− 0

1 ���−�� =− � ∙ �−�|10+ 0
1 �−���� =− �−1 − �−�|10= 1 − 2

�

5（弧长）

解：
��
��

= �( − sin� + sin� + �cos�) = ��cos�

��
��

= �(cos� − cos� + �sin�) = ��sin�

�� = �'�
2 + �'�

2�� = �2�2cos2� + �2�2sin2��� = �|�|d�

∴ � = 0
� ��� = 0

� ����� = �
2

�2|�0 = �
2

�2

6（一阶非齐次线性方程组）

解：�(�) = 2�, �(�) = 4�,
� = �− 2���� [ 4� ∙ � 2���� ��� + �] = �−�2[ 4� ∙ ��2��� + �] = �−�2[2 ∙ ��2��2� + �]
= �−�2[2��2 + �] = 2 + � ∙ �−�2

四（最值应用题）

解：设 �� = �.

运费 � = 5 ∙ 400 + �2 + 3 ∙ (100 − �), (0 < � < 100) y' = 5x

400+x2
− 3,

令 y' = 0, 解得 x = 15，此为唯一驻点，即为题目所求。

故 D 点应造在距 A 点 15km 处。

五（旋转体体积、最值问题）

� = ��2

� = 1 − �2 ⇒ (� = 1
1+�

, � = �
1+�

), ���: � = �
1+�

�.

�(�) = 0

1
1+� � ∙ �2

1+�
∙ �2��� − 0

1
1+� � ∙ �2 ∙ �4���

= ��2

1+�
∙ 1

3(1+�) 1+�
− ��2

5(1+�) 1+�
= 2

15
��2 ∙ (1 + �)−5

2

(2)
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�'(�) =
2
15

� ∙ [2� ∙ (1 + �)−5
2 −

5
2

�2 ∙ (1 + �)−7
2] =

2
15

��(1 + �)−5
2[2 −

5
2

�(1 + �)−1]

令 �'(�) = 0，解得唯一驻点 � = 4.
当 a < 4 时，V'(a) > 0, 当 a > 4 时，V'(a) < 0,

_ ∴ � = 4 为极大值点，也为最大值。此时 �(4) = 32�
15×25 5

六 证明题

1 证明：

∵ f(x)在[0, 2]上连续，

∴ 由积分中值定理知，至少∃ξ0 ∈ (0, 2)(关于开闭区间解释，见 235 页注释),

s. t. (使得) 0
2 f(x)dx� = 2f(ξ0)

又∵ 2�(0) = 0
2 �(�)��� , ∴ �(0) = �(�)

2（求导或分部积分法）

左= 0
� �(�)��� ∙ �|�0− 0

� ��(�)��� = � ∙ 0
� �(�)��� − 0

� ��(�)��� = 0
� �(�)(� − �)��� = 右.

Q18：3 个人 3 天用 3 桶水，9 个人 9 天用几桶水?

8浙江理工大学 2013—2014学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一、选择题

BCDCDD
二、填空题

1、顶点 2、1，-1 3、减少，增加 4、  dxxxe x sincos3  5、
3
2

6、 Cxxx  cossin

三、解答题

1、
3
1

3
tanlim

3
1seclimtanlim

tan
tanlim 2

2

02

2

03020











 x
x

x
x

x
xx

xx
xx

xxxx

2、   Cx
x

xd



  lnarcsin

ln1
ln

2

3、
1
1

2

2





t
t

dx
dy

，
 322

2

13
4



t
t

dx
yd

，另 02

2


dx
yd

，得 0t ，因此 1x 。

4、    
6
231

2

1

21

0

2

0
  dxxdxxdxxf

四、定义域 1x ，函数为奇函数，
 

 
 

 32

2

22

22

1
32,

1
3











x
xxy

x
xxy ，

令 0,0  yy ，得 3,0  xx
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x  3-- ， 3-  1-3- ， -1  0,1- 0  10， 1  31， 3  ，3

y’ + 0 - - 0 - - 0 +
y’’ - - + - + +
y 增，凸 极大

2
33-

减，凸 减，凹 拐点 减，凸 减，凹 极小

2
33

增，凹

无水平渐近线， 1x 为铅直渐近线， xy  为斜渐近线（图略）

五、1、 11
0

2  xx
edxy ，且 00 xy ，得 12  xey ，取 12  xey ，积分得

Ceey xx  1arctan1 22
，由初始条件知 C=0，故 1arctan1 22  xx eey 。

五、2、（1）面积  
3
11

0

2  dxcbxax ，又曲线过原点，则 232,0  bac

（2）体积    





   21

0

22

135
2

27
1

27
4 aadxbxaxV

（3）求 V 得最小值，另 0V ，得
4
5

a ， 0V ，所以此时体积最小，
2
3

b

六、1、设  



 2

02
2

01 sincos
sin,

sincos
cos 

dx
xx

xIdx
xx

xI ，

40
2 21

21

21 










 II
II

II

2、（1）       21


xf
xfxF

（2）  xF 递增，又         0,0  
a

b

a

b
dttfbF

tf
dtaF ，由零点定理知结论成立。

9浙江理工大学 2012—2013学年第 1学期《高等数学 A1》期末 A卷

一、选择题（本题共 6小题, 每小题 4分，满分 24分）

1．C; 2．A ; 3．B; 4．C; 5．C； 6.B
二、填空题（本题共 6小题, 每小题 4分，满分 24分）

1. -1, -1 2. 3

y
y





; 3.
2


; 4.    1,0 1,   ;

5. arcsin(ln )x C 6.  cosy x C x 
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三、解答题（本题共 5小题，每小题 6分，满分 30分）

1. 解：原式
0

ln(1 )lim
ln(1 )x

x x
x x

 



-----------------1 分

20

ln(1 )lim
x

x x
x

 
 ------------------3 分

0

11
1lim
2x

x
x


 ---------------------5 分

0

1lim
2 (1 ) 2x

x
x x

 


---------------6 分

2. 解： 2dx
dt

 ， --------------------1 分

1 0 0
1

y
y y y

y

dy dy dy ete y e te
dt dt dt te

          


， -------------3 分

0t  ， 1x   ， 1y   ， ---------------------4 分

0 0 0
1

1
2(1 ) 2

y

t t ty
y

dy dy dt e
dx dx dt te e  


    


---------------------5 分

因此切线方程为
11 ( 1)
2

y x
e

    即 2 2 1 0x ey e    ---------------6 分

3. 解：令 sinx t ，则 cosdx t 于是 ---------------------1 分

   2

cos
1 sin cos 1 sin1 1

dx tdt dt
t t tx x

 
  

   -------------------2 分

 
2

1 sin
cos

t dt
t


  --------------------3 分

2
2

1sec cos
cos

tdt d t
t

   ------------------------4 分

1tan
cos

t C
t

   ------------------------5 分

2 2

1 1
11 1

x xC C
xx x


     

 
------------------------6 分

4. 解：原式

------------------2 分

-----------------4 分

-----------------6 分

   

 
 

0 2 2

2 0 0

2 22
00 0

2

2

2 2

2 1

x x x

x x x

x x e dx x x e dx xe dx

xde xe e dx

e




    

  

 

  

 
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5. 解：特征方程
2 0r r  解得 1 20, 1r r   ， --------------------------1 分

对应齐次方程的通解为   1 2
xY x C C e  ------------------3 分

分别求
xy y e   与 cosy y x   的特解

*
1y 和

*
2y

可解得
*

1 2

xey  ，
*

2
sin cos

2 2
x xy   ， ----------------------5 分

所以原方程通解为 1 2
sin cos

2 2 2

x
x e x xy C C e     -----------6 分

四、综合题（本题满分 8分）

解：（1）    2 2

0
1

2
c x cV c e dx e     ， ----------------------2 分

又  lim
2c

V c 


 ，    21
2

aV a e   ， ---------------------3 分

由    1 lim
2 c

V a V c


 得
1 ln 2
2

a  ---------------------4 分

（2）设切点为  0
0 , xx e ，则切线斜率 0xk e  ，

切线方程为  0 0
0

x xy e e x x     ， ---------------------5 分

令 0x  得   0
01 xy x e  ， 0y  得 01x x  ，

从而切线与坐标轴夹成的面积为   0
2

0 0
1 1 ( 0)
2

xS x e x   ， ---------6 分

  02
0

1 1
2

xS x e   ，令 0S   得 0 1x   （负值舍去），当 0 1x  时， 0S   ；当 0 1x  时，

0S   ，故当 0 1x  时，面积 S有极大值，亦即最大值，

所以切点为  11,e ，最大面积
12S e 。 -----------------------8 分

五、数学建模题（本题满分 7分）

解：设物体的温度 T与时间 t的函数关系为 ( )T T t ，得到如下模型：

 

 

18

0 98

dT k T
dt
T

   

 

------------------------3 分

用分离变量法可解得 18 80 ktT e  ------------------------4 分

当 t=5 时，T=38，所以
538 18 80 ke  ，解得

ln 4
5

k  ------------------------5 分

则当 T=20 时，有

ln 4
520 18 80
t

e


  ，

得
 

ln 40 5(ln 5 3ln 2) 13.2
ln 4 5 2ln 2

t 
   分钟， ------------------------6 分

即把鸡蛋放入水池中冷却 13 分钟后鸡蛋的温度达到 20℃，因为达到 38℃用去了 5 分钟，故
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大约还需 8 分钟达到 20℃ ------------------------7 分

六、证明题（本题共 2 小题，第 1 小题 4 分，第 2 小题 3 分，满分 7 分）

1、（1）证明：       


a

a

a

a
dxxfdxxfdxxf

0

0

   



aa

dxxfdxxf
00

-----------------1 分

令 tx  ，则 dtdx  ，当 0x 时， 0t ； ax  时， at 

        
 aaa

dxxftdtfdxxf
000

----------------2 分

故得        


aa

a

a
dxxfdxxfdxxf

00

     
a

dxxfxf
0

（2）由上述结论

 
















4
0

4

4 sin1
1

sin1
1

sin1



 dx
xxx

dx
-------------------3 分

 
 4

0 2sin1
12



dx
x

 4
0

2sec2


xdx

2 ---------------------4 分

2、证明：
   

0 0
lim 1 lim 0
x x

f x
f x

x 
   ，

又  f x 存在，因此    
0

0 lim 0
x

f f x


  ， ------------------------1 分

       
0 0

0
lim lim 0 1

0x x

f x f x f
f

x x 


  


， ------------------------2 分

法一：利用泰勒公式

         2 20 0
2! 2!

f f
f x f f x x x x x

  
      --------------------3 分

（ 介于 0 与 x之间）

法二：利用单调性

   0f x f x   ，  0 1f   ，

当 0x  时，    0 1f x f   ；当 0x  时，    0 1f x f   ，

       0
0

f x f x f
f

x x



 


，（ 介于 0 与 x之间）
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当 0x  时， 0  ，   1f   ，即
   1,
f x

f x x
x

  ；当 0x  时， 0  ，   1f   ，

即
   1,
f x

f x x
x

  。 -----------------3 分

10浙江理工大学 2012-2013学年第 1学期《高等数学 A1》期末 B卷

一、选择题（本题共 6小题, 每小题 4分，满分 24分）

1．D; 2．B; 3．B; 4．A; 5．B； 6.C
二、填空题（本题共 6小题, 每小题 4分，满分 24分）

1. 2,-1; 2.  2 33x g x ; 3. 0; 4.   21 2 tt e ;

5. sin cosx x x C  6.    2
1 21 1 1y C x C x     等

三、解答题（本题共 5小题，每小题 6分，满分 30分）

1. 解：原式

2cos

0

sin 1lim
2 2

x

x

x e
x e






  ---------------------6 分

2. 解：原式  2sec 1x x dx  --------------------1 分

tanxd x xdx   --------------------2 分

2

tan tan
2
xx x xdx   --------------------4 分

2

tan ln cos
2
xx x x C    ------------------6 分

3. 解：令 sinx a t ，则
2 2 cosa x a t  ， cosdx a tdt ， -------------------------2 分

0x  时 0t  ， x a 时
2

t 
 ，

于是原式 2
0

cos
sin cos
a t dt

a t a t




 --------------------------3 分

2
0

sin
cos sin
a t dt

a t a t




 ---------------------------4 分
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2
0

1 sin cos
2 sin cos

a t a t dt
a t a t

 


 ---------------------------5 分

4


 ---------------------------6 分

4. 解： cos cos sin sindy t t t t t t
dt

    ， ----------1 分

sin
cos

dx t
dt t


 ， -----------2 分

cosdy dy dt t t
dx dx dt

   -----------3 分

 2

2

cosd t t dtd y
dx dx dt


 -----------5 分

cos sin cos sin
tan tan
t t t t t t

t t
  

 


----------6 分

5. 解：原方程变形为
2( 1) ( 1)y x dy y dx   ， --------------1 分

设
2 1 0y   ， 1 0x   ，分离变量得 2

1
1 1

y dy dx
y x


 

， --------------3 分

两端积分 2

1
1 1

y dy dx
y x


   ， --------------4 分

得
2

1
1 ln 1 ln 1 ln
2

y x C    ， --------------5 分

于是    2 22 2
11 1 1y C x C x      （

2
1C C  ） --------------6 分

四、综合题（本题共 2小题，每小题 8分，满分 16分）

1. 解：由题设，当 0x  时，
   

2

3
2

xf x f x a
x

 
 ，即

  3
2

f xd a
dx x

 
 

 
，由  f x 在 0x 

处连续性，得    23 , 0,1
2

f x ax cx x   ， -------2 分

又由已知条件，得
1 2

0

32 , 4
2 2 2

a cax cx dx c a       
  ，

因此    23 4
2

f x ax a x   --------4 分

所求旋转体体积为

     
2

1 12 2 2

0 0

3 1 1 164
2 30 3 3

V a f x dx ax a dx a a                  ，-----6 分
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由   1 1
15 3

V a a     
 

，令   0V a  ，得唯一驻点 5a   ，

又因   1 0
15

V a   ，故 5a   时，旋转体体积为最小。 ------------8 分

2. 解：
2 1y x x   在点  0,1 处的切线斜率为 0 1xy    ，

故应求 3 2 2 xy y y e    满足 0 1xy   ， 0 1xy    的特解， ----------------2 分

特征方程为
2 3 2 0 1, 2r r r r      ， -------------------4 分

可令特解形式为
xy Axe  代入得 2A   ，

从而得到通解为
2

1 2 2x x xy C e C e xe   ---------------------6 分

代入 0 1xy   ， 0 1xy    得 1 21, 0C C  ，所求为   2x xy x e xe  --------8 分

五、证明题（本题满分 6 分）

证明：（1）       21


xf
xfxF ---------------------3 分

（2）由（1）   0 xF

)(xF 单调递增

又   0)(  
a

b xf
dtaF ，   0)(  

b

a
dttfbF

 由零点存在定理知，结论成立 -------------------6 分

顺口溜：黑化肥发灰，灰化肥发黑

黑化肥发灰会挥发；灰化肥发挥会发黑

黑化肥挥发发灰会挥发；灰化肥挥发发黑会发挥

黑灰化肥会挥发发灰黑化肥挥发；

灰黑化肥会挥发发黑灰化肥发挥。

黑灰化肥会挥发发灰黑化肥黑灰挥发化为灰；

灰黑化肥会挥发发黑灰化肥灰黑发挥化为黑。

黑化黑灰化肥黑灰会挥发发灰黑化肥黑灰化肥挥发；

灰化灰黑化肥灰黑会发挥发黑灰化肥灰黑化肥发挥。
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当欢笑淡成沉默，当信心变成失落，我走近梦想的脚步，是否依旧坚定执着；当笑颜流

失在心的沙漠，当霜雪冰封了亲情承诺，我无奈的心中，是否依然碧绿鲜活。

有谁不渴望收获，有谁没有过苦涩，有谁不希望生命的枝头挂满丰硕，有谁愿意让希望

变成梦中的花朵。现实和理想之间，不变的是跋涉，暗淡与辉煌之间，不变的是开拓。

甩掉世俗的羁绊，没谁愿意，让一生在碌碌无为中度过。整理你的行装，不同的起点，

可以达到同样辉煌的终点。人生没有对错，成功永远属于奋斗者。

——汪曾祺《生活》
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