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如何学好（离散）数学

❖多思考：如概念、定义、定理、公式等用途是什么？
与学过的知识有什么联系？其直观意义是什么？

❖多做题：熟悉、巩固、内化数学知识。

❖多应用：深化数学知识，训练数学思维，掌握数学方
法。
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“学习数学最好的方式就是使用它，使用它越多，你就觉得它
越有用，越有趣，学得就越好，也越快，越扎实。”



知识点回顾

❖命题的定义（2个要点）

❖命题的分类（2大类）

❖命题的符号化（5个联结词）

❖命题公式的赋值（2种）与分类（3种）
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常见问题

❖命题变项（p, q, r）是命题吗？

❖为什么命题前件为假，整个命题为真？

❖充分条件与必要条件（如果天晴，我就去打球。）



例：命题翻译

❖你可以在寝室使用网络，仅当你成绩达标或者你不是大一新生。

❖如果你身高不足1米，那么你不能乘坐过山车，除非你已年满16周岁。
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(p→(q r)

(p r) → q q→ (p r)
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§2 命题等值演算

▪等值式

▪基本等值式

▪等值演算与置换规则

▪应用实例

本讲主要内容



命题公式与代数公式

❖常元与变元

❖赋值

❖运算符(优先级)

❖定义域与值域（离散 v.s. 连续）

❖运算律（等值律）
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例：判断下列公式类型
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p   q (q→p)q→p (pq)q

0   0

0   1

1   0

1   1

1

1

1

1

0

0

0

0

(q→p)q→p

运用真值表验证：

(pq)q



10

❖定义 若等价式AB是重言式，则称A与B等值，记作

AB，并称AB是等值式.

❖第一种方法：用真值表可验证两个公式是否等值.

请验证：p→(q→r)  (pq) →r

p→(q→r)      (p→q) →r

1.等值式



关系符号与运算符号

❖是关系符号，表示两个命题公式之间的（等价）关系（具有自反
性、对称性、传递性）;

❖   → 等连接词是运算符号，其特点是具有运算结果。
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2.基本等值式

双重否定律 : AA

等幂律： AAA, AAA

交换律: ABBA, ABBA

结合律: (AB)CA(BC)

(AB)CA(BC)

分配律: A(BC)(AB)(AC)

A(BC) (AB)(AC)

分配律注意符号
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基本等值式(续)

德·摩根律: (AB)AB

(AB)AB

吸收律: A(AB)A, A(AB)A

零律:            A11,     A00 

同一律: A0A, A1A

排中律: AA1

矛盾律: AA0

英国数学家
（1806-1871）

德·摩根 De Morgan

!(x>=a || y >= b)  (x<a && y < b)
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基本等值式(续)

蕴涵等值式: A→BAB

假言易位: A→BB→A

等价等值式: AB(A→B)(B→A)

等价否定等值式: ABAB

归谬论: (A→B)(A→B) A

注意:

A,B,C代表任意的命题公式

牢记这些等值式是继续学习的基础

A→B AB

BA

B→A

(A→B)(A→B)

(AB)(AB)

(A(BB)

A1

A

A  B A→B AB

0   0

0   1

1   0

1   1

1

1

0

1

1

1

0

1
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3.等值演算与置换规则

等值演算:

由已知的等值式推演出新的等值式的过程

置换规则：若AB, 则(B)(A)

等值演算的基础：

(1) 等值关系的性质：自反、对称、传递

(2) 基本的等值式

(3) 置换规则



代入规则

❖设A是重言式，对其所有相同的命题变项都用同一命题公式进行代

换，则所得结果仍是重言式，即重言式的值不依赖于命题变项值的
变化。

p  ( p  q)  p

(s→t)  ((s→t)  q)  (s→t)
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4.应用举例——证明两个公式等值

证明 p→(q→r)  (pq)→r

p(qr) （蕴涵等值式，置换规则）

(pq)r （结合律，置换规则）

(pq)r （德摩根律，置换规则）

(pq) →r （蕴涵等值式，置换规则）

课堂练习1：

证 p→(q→r)
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4.应用举例——证明两个公式不等值

证明: p→(q→r)      (p→q) →r

方法一 真值表法（自己证）

方法二 观察赋值法. 容易看出000, 010等是左边的成真赋值，

是右边的成假赋值.

方法三 用等值演算先化简两个公式，再观察.

课堂讨论：



19

4.应用举例——判断公式类型

用等值演算法判断下列公式的类型
(1)  q(p→q)

解 q(p→q)

 q(pq) （蕴涵等值式）

 q(pq) （德摩根律）

 p(qq) （交换律，结合律）
 p0 （矛盾律）
 0 （零律）

该式为矛盾式. 

课堂练习2：
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(p→q)(q→p)

解 (p→q)(q→p)

 (pq)(qp) （蕴涵等值式）

 (pq)(pq) （交换律）

 1

4.应用举例——判断公式类型

该式为重言式. 

课堂练习3：
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((pq)(pq))r)

解 ((pq)(pq))r)
总结：A为矛盾式当且仅当A0

A为重言式当且仅当A1

说明：演算步骤不唯一,应尽量

使演算短些

 (p(qq))r （分配律）

 p1r （排中律）

 pr （同一律）

4.应用举例——判断公式类型

该式为可满足式. 

课堂练习4：
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§3 范式

▪析取范式与合取范式

▪主析取范式与主合取范式

▪主析取范式的用途

本讲主要内容



引子：二次曲线类型的判定
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𝑨𝒙𝟐 + 𝑩𝒙𝒚 + 𝑪𝒚𝟐 +𝑫𝒙 + 𝑬𝒚 + 𝑭 = 𝟎

𝑿𝟐

𝑨′
+
𝒀𝟐

𝑩′
= 𝟏

给定二次曲线的一般形式，判断其类型：

转化为二次曲线的标准型：

（椭圆/双曲线）

𝒀 = 𝑨′𝑿𝟐 （抛物线）
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1. 析取范式与合取范式

❖文字:命题变项及其否定的总称.

❖简单析取式:有限个文字构成的析取式.

如 p, q, pq, pqr, …

❖析取范式:由有限个简单合取式组成的析取式 A1A2Ar, 其中

A1, A2,, Ar是简单合取式.

❖公式A的析取范式: 与A等值的析取范式
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1. 析取范式与合取范式

❖简单合取式:有限个文字构成的合取式

如：p, q, pq, pqr, …

❖合取范式:由有限个简单析取式组成的合取式

A1A2Ar, 其中A1, A2,, Ar是简单析取式

❖公式A的合取范式: 与A等值的合取范式
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说明：

单个文字既是简单析取式，又是简单合取式

pqr, pqr既是析取范式，又是合取范式

(为什么?) 

1.析取范式与合取范式
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定理 任何命题公式都存在着与之等值的析取范式.

求公式A的范式的步骤：

(1) 消去A中的→, （若存在）

(2) 否定联结词的内移或消去

(3) 使用分配律

对分配（析取范式）

对分配（合取范式）

公式的范式存在，但不唯一。

1.析取范式与合取范式
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例 求下列公式的析取范式与合取范式

(1) A=(p→q)r

解 (p→q)r

 (pq)r （消去→）

pqr （结合律）

1.析取范式与合取范式

这既是A的析取范式（由3个简单合取式组

成的析取式），又是A的合取范式（由一个
简单析取式组成的合取式）
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B=(p→q)→r

解 (p→q)→r   

 (pq)→r （消去第一个→）
(pq)r （消去第二个→）

 (pq)r （否定号内移——德摩根律）

这一步已为析取范式（两个简单合取式构成）
继续： (pq)r

 (pr)(qr) （对分配律）

这一步得到合取范式（由两个简单析取式构成）

1.析取范式与合取范式

课堂练习1：



定义 在含有n个命题变项的简单合取式(简单析取式)中，若每个命题变
项均以文字的形式出现且仅出现一次，称这样的简单合取式(简单析
取式)为极小项(极大项）.
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1. 主析取范式与主合取范式

设文字的集合为{p, q, r,…, p’, q’, r’…},

则该集合的极小值为：

p  q  r …  p’  q’  r’ …，

该集合的极大值为：

p  q  r …  p’  q’  r’ …。
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1. 主析取范式与主合取范式

说明：
❖ n个命题变项产生2n个极小项和2n个极大项

❖ 2n个极小项（极大项）均互不等值

❖ 在极小项和极大项中文字均按下标或字母顺序排列

❖ 用mi表示第i个极小项，其中i是该极小项成真赋值的十进制表示.

用Mi表示第i个极大项，其中i是该极大项成假赋值的十进制表示,

mi(Mi)称为极小项(极大项)的名称.

❖ mi与Mi的关系: mi Mi , Mi mi



由p, q两个命题变项形成的极小项与极大项
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公式 成真赋值 名称 公式 成假赋值 名称

p  q

p  q

p  q

p  q

0  0

0 1

1 0

1 1

m0

m1

m2

m3

p  q

p  q

p  q

p  q

0  0

0  1

1  0

1  1

M0

M1

M2

M3

极小项 极大项

1.主析取范式与主合取范式
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课堂讨论-由p, q, r三个命题变项形成的极小项与极大项

极小项 极大项

公式 成真赋值 名称 公式 成假赋值 名称

p q r

p q  r

p  q r

p  q  r

p q  r

p q  r

p q r

p q  r

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

m0

m1

m2

m3

m4

m5

m6

m7

p  q  r

p  q r

p  q  r

p  q r

p  q  r

p  q r

p  q  r

p  q r

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

M0

M1

M2

M3

M4

M5

M6

M7

1.主析取范式与主合取范式



❖ n个命题变项产生2n个极小项和2n个极大项

❖ 2n个极小项（极大项）均互不等值

❖在极小项和极大项中文字均按下标或字母顺序排列

❖ mi与Mi的关系: mi Mi , Mi mi
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1. 析取范式与主析取范式
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主析取范式: 由极小项构成的析取范式

主合取范式: 由极大项构成的合取范式

例如，n=3, 命题变项为p, q, r时，

(pqr)(pqr) m1m3 是主析取范式

(pqr)(pqr)  M1M5 是主合取范式

A的主析取范式: 与A等值的主析取范式

A的主合取范式: 与A等值的主合取范式. 

1. 析取范式与主析取范式
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定理 任何命题公式都存在着与之等值的主析取范式和主合
取范式, 并且是唯一的.

用等值演算法求公式的主范式的步骤：

(1) 先求析取范式（合取范式）.

(2) 将不是极小项（极大项）的简单合取式（简单析取式）化成与之

等值的若干个极小项的析取（极大项的合取），需要利用同一律
（零律）、排中律（矛盾律）、分配律、幂等律等.

(3) 极小项（极大项）用名称mi（Mi）表示，并按角标从小到大顺序
排序. 

2. 主析取范式与主合取范式
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例1 求(p→q)r 的主析取范式与主合取范式
解 (1) (p→q)r  (pq)r

pq  (pq)1                               同一律
 (pq)(rr)                      排中律

 (pqr)(pqr)           分配律

 m4m5

r  (pp)(qq)r         同一律, 排中律

pqr)(pqr)(pqr)(pqr)

 m0 m2 m4 m6              分配律

得 (p→q)r m0 m2 m4 m5  m6

可记作  (0,2,4,5,6)

2. 主析取范式与主合取范式
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课堂练习- (p→q)r  (pr)(qr)

pr  p0r                                同一律
 p(qq)r                       矛盾律
 (pqr)(pqr) 分配律

 M1M3

qr  (pp)qr                同一律, 矛盾律

 (pqr)(pqr)   分配律

 M3M7

得 (p→q)r M1M3M7

可记作 (1,3,7)

2. 主析取范式与主合取范式
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设公式含有n个命题变项, 则长度为k的简单合取式可展开成2n−k个极
小项的析取.

例如 公式含p, q, r

q

长度为k的简单析取式可展开成2n−k个极大项的合取

例如 pr

 (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)

 m2 m3 m6 m7

 (pqr)(pqr)

 M1M3

快速求法——“查漏补缺”



41

例2 (1) 求 A  (pq)(pqr)r 的主析取范式

解用快速求法

(1)  pq 

pqr 

r 

2. 主析取范式与主合取范式

这个已经是析取范式
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课堂讨论- 求 Bp(pqr)的主合取范式

解 p  (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)

 M4M5M6M7

pqr M1

得 B M1M4M5M6M7 (1,4,5,6,7)

2. 主析取范式与主合取范式



3. 主析取范式的用途

(1) 求公式的成真赋值和成假赋值

设公式A含n个命题变项, A的主析取范式有s个极小项, 则A有s个成真
赋值, 它们是极小项下标的二进制表示, 其余2n−s个赋值都是成假赋
值.

例如 (p→q)r m0 m2 m4  m5  m6

成真赋值: 

000, 010, 100, 101, 110;     

成假赋值: 

001, 011, 111

43
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(2) 判断公式的类型

设A含n个命题变项，

则A为重言式当且仅当A的主析取范式含2n个极小项，A为矛盾式当且

仅当A的主析取范式不含任何极小项,记作0 。

A为可满足式当且仅当A的主析取范式中至少含一个 极小项

3. 主析取范式的用途
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例3 用主析取范式判断公式的类型:

(1) A(p→q)q    (2) Bp→(pq)    (3) C(pq)→r

解 (1) A (pq)q  ( pq)q  0          矛盾式

(2) B p(pq)  1  m0 m1 m2 m3 重言式

(3) C (pq)r  (pq)r 

 (pqr)(pqr)(pqr)

(pqr)(pqr)(pqr)

 m0 m1 m3 m5 m7 非重言式的可满足式

3. 主析取范式的用途
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(3)  判断两个公式是否等值

例4 用主析取范式判断下面2组公式是否等值:

(1) p与(pq)→(pq)

解 p  p(qq)

 (pq)(pq)  m2m3

(pq)→(pq) (p  q)(pq)

 (pq)(pq)

故 p  (pq)→(pq)

 m2m3

3. 主析取范式的用途
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(2) (pq)r 与 p(qr)

解: (pq)r  (pqr)(pqr)                                                                          

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)

 m1 m3 m5 m6 m7

p(qr)  (pq)(pr)

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)

 m5 m6 m7

3. 主析取范式的用途
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(4)  应用主析取范式分析和解决实际问题
例5 某单位要从A,B,C三人选派若干人出国考察, 需满足
下述条件:

(1) 若A去, 则C必须去;

(2) 若B去, 则C不能去;

(3) 若C不去，则A或B可以去。
问有几种可能的选派方案?

解 记p:派A去,  q:派B去, r:派C去

A=(p→r)(q→r)( r→ (p q))

p→r, 

求下式的成真赋值

q→r,   

r→ (p q)

课堂讨论
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求A的主析取范式
A=(p→r)(q→r)(rp  q)

 (pqr)(p q  r)  (pqr)

 m1  m2  m5

成真赋值:001,010,101

结论: 方案1 派C去,  方案2  派B去

方案3 C去，而A,B都不去

课堂讨论



思考

❖A中含n个命题变项，其主析取范式含s个极小项，则A有多少个成

真赋值和成假赋值？其主合取范式有多少个极大项？

❖n个命题变项可产生多少个不同的主析取范式？

❖如何根据公式的主析取范式求其主合取范式？

50



命题逻辑应用：逻辑谜题

51

一个岛上居住着两类人——骑士和无赖。骑士说的都是真话，

无赖只会说假话。你碰到两个人A和B。如果A说“B是骑士”，

B说“我们是两类人”，判断A和B分别是那类人。

设 p ：A是骑士; q ：B是骑士。

a： q为真。
b：(p ∧ q)∨(p ∧ q)为真。

则有如下两种情况：

1）若p真，则q, a, b都为真，但b为假，则矛盾；

2）若p假，则q, a, b都为假，成立，则A与B都是无赖。



命题逻辑应用：数独游戏
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ሻ𝑝(𝑖, 𝑗, 𝑛ሻ → 𝑝(𝑖, 𝑗, 𝑛′ 𝑛 ≠ 𝑛′
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1.4 组合电路

❖组合电路

❖逻辑门

与门, 或门, 非门, 与非门, 或非门

❖奎因-莫可拉斯基方法



组合电路

逻辑门: 实现逻辑运算的电子元件.

与门, 或门, 非门.

组合电路:实现命题公式的由电子元件组成的电路.

54

与门 或门 非门

x x∧y x∨y x
y

x
y

x



组合电路的例子
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(x∨y)∧x的组合电路

x
y

x
y

x

第一种画法 第二种画法



例

楼梯的灯由上下2个开关控制, 要求按动任何一个

开关都能打开或关闭灯. 试设计一个这样的线路.

56

x y F(x,y)

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

解 x, y:开关的状态,  F:灯的状态, 打开为1, 关闭为0. 

不妨设当2个开关都为0时灯是打开的. 

F=m0∧m3= (x∧y)∨(x∧y)



例(续)
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x∧y

x x∧y

(x∧y)∨(x∧y)y

x

y



设计组合电路

步骤: 1.构造输入输出表(问题的真值函数),

2. 写出主析取范式, 

3. 化简.

最简展开式: 包含最少运算的公式

例 当且仅当 x=y=z=1 或 x=y=1且 z=0 时输出1. 

F= m6∨m7  = (x∧y∧z)∨(x∧y∧z) 

4个与门,1个或门和一个非门

Fx∧y 一个与门

58



奎因-莫可拉斯基方法（*）

1. 合并简单合取式生成所有可能出现在最简展开式中的项.

2. 确定最简展开式中的项. 

59

例 求下述公式的最简展开式:
F=(x1∧x2∧x3∧x4)∨(x1∧x2∧x3∧x4)        

∨(x1∧x2∧x3∧x4)∨(x1∧x2∧x3∧x4)

∨(x1∧x2∧x3∧x4)∨(x1∧x2∧x3∧x4)

∨(x1∧x2∧x3∧x4)



例子（续）

解
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编号 极小项 角码 标记
1        x1∧x2∧x3∧x4 1110        *

2        x1∧x2∧x3∧x4               1011        *

3        x1∧x2∧x3∧x4               0111        * 

4        x1∧x2∧x3∧x4          1010       *

5        x1∧x2∧x3∧x4          0101       *

6        x1∧x2∧x3∧x4          0011       *

7       x1∧x2∧x3∧x4       0001       *



例子(续)

标记*表示该项已被合并
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第一批 第二批
合并项 项 表示串 标记 合并项 项 表示串

(1,4)     x1∧x3∧x4 1−10             (3,5,6,7)    x1∧x4 0− −1

(2,4)    x1∧x2∧x3 101−

(2,6)    x2∧x3∧x4 −011      

(3,5)    x1∧x2∧x4 01−1      *

(3,6)    x1∧x3∧x4 0−11      *

(5,7)    x1∧x3∧x4 0−01      *

(6,7)     x1∧x2∧x4 00−1      *



例子(续)

选择(1,4), (2,4)和(3,5,6,7),  或者(1,4), (2,6)和(3,5,6,7). 

最简展开式为

F(x1∧x3∧x4)∨(x1∧x2∧x3)∨(x1∧x4)

或

F(x1∧x3∧x4)∨(x2∧x3∧x4)∨(x1∧x4)
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项 覆盖 运算符数
x1∧x3∧x4 (1,4)                 3

x1∧x2∧x3 (2,4)                 3

x2∧x3∧x4 (2,6)                 3

x1∧x4 (3,5,6,7)             2



画出下面程序语言的流程图并进行化简。

If A then if B then X else Y else if B then X else Y

T F

F
T

F
T

Start

A

X Y

End

BB

解：执行X的条件为：

(Ａ∧Ｂ)∨(Ａ∧Ｂ)

执行Y的条件为：
(Ａ∧Ｂ)∨(Ａ∧Ｂ)

实例



执行X的条件可化简为：

(Ａ∧Ｂ)∨(Ａ∧Ｂ)

＝Ｂ∧(Ａ∨ Ａ)＝Ｂ

执行Y的条件可化简为：

(Ａ∧Ｂ)∨(Ａ∧Ｂ)

＝ Ｂ∧(Ａ∨Ａ)＝Ｂ

T

X Y

End

Start

B
F

程序可简化为：If B then X else Y

实例（续）



课外习题

❖ 课后习题：9、11、15、20

❖答题派题目：如截图


